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H. Theilの物価指数理論
石 原 健
はじめに
本稿では，物価指数論研究が関数論的物価指数論の発展で一応の進展をみた
と考えられていた1950年代初頭と，主に 70年代後半から 80年代にかけて J.
Muellbauer, R. A. Pollak, そしてカナダ学派ともいうべき S.N、Afriat,
W. E. Diewert, W. Eichhornの研究成果が発表された間にあって，指数論
研究をリードしてきた HenriTheilの物価指数論，なかでも log-change型
指数について紹介する。
log-change型指数は Tornqvist-Theil-Satoという経緯で研究されてき
たが， Theilは情報理論を援用して， 16rnqvistの指数算式から log-change
型指数算式を導出した。
1 情報理論
Theil 〔茄〕〔27〕にそっで情報理論の概略を述べよう。情報理論が問題とす
るのは，通信系により情報を伝達する場合に，その通信系で取扱う情報量はど
れだけであるか，ということである。ここでは，通信系が何であるかは問題と
しない。情報量とは，その情報を得た人にとって内容の豊かさのことである。
言い換えれば， その情報によって， どれくらいの関心を集めることができる
か，ということである。ただし，個人の情緒的興味などに依存する主観的要因
を排除して，客銀的要因にのみ着目する。そのため，情報量を確率という共通
の尺度で測定することになる。
ある事象 Eが， 99彩の確率で起こる。つまり，ほぼ確実に起こると仮定し
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た場合，実際 Eが起こったという報道を聞いても，私達は当然のこととみな
、匂関心を示さない。すなわち，この報道のもつ情報量（驚きの大きさ）は極め
て小さい。逆に他のある事象 E'が確実に起こらないと仮定した場合，実際に
E'が起こったという報道を聞くと， 私達は大きな関心を示す。このとき，こ
の報道のもつ情報量は非常に大きいということになる。
以上，叙述した情報概念は直観的な考えに基づいている。しかし，情報理論
は，もっと明確な定量化概念をもちいる。つまり，ある事象の生起に関する報
道のもつ情報量は，その事象が起こると期待される確率（事前確率とよぶ）に依存
し，それとは逆の方向に変化する。それゆえ，情報量は事象の生起に関する確
率の減少関数として定義される（減少関数であればいかなるものでもよいとされる）。
「Eを確率“で生ずる 1つの事象とする。いま実際に事象 Eが生じた
ということをわれわれが知らされたとき，われわれは，
h(x) = log-=-logx 
“ なる単位の情報量を受取ったという。」I)
(1) 
(1)式を用いることによって有利なことは，対数を用いることによって，独立な
事象に対して加法性が付加されるということである。加法性とは，互いに独立
な事象凪と品があるとき，それぞれの起こる確率を功， X2とすれば，両
者がともに起こったという報道のもつ情報量は
1 1 1 h(x, x2) ,,;log―=log-+ log-=h(x1) +h(x2) 
ふ •X2 X1 X2 
(2) 
となる。
次に， (1)式を一般化する。いま，”個の事象 E1,E2, ……， En (i=l, 2, ··• 
…, n)がある。そして，それらの事象の 1つは必ず実現するものとし，それぞ
れの起こる確率を功， X2,……, Xnとする。このとき，事象公が起こったと
いう報道のもつ情報量は，
1 
h(x) =log石=-log幻 ” (I;x;=l) 
i=l 
(3) 
1) Abramson 〔口訳書p.12. ただし，記号については，筆者が若干変更している。
218 
H. Theilの物価指数理論（石原） 1225 
と示される。上述してきた情報量は，ある事象が実際起こったという確実な報
道を受取った場合の情報量である。
では，事象の生起について不確実な報道が提供されたときの変化を考える。
まず，ある事象が起こるだろうと思われる確率を X(事前確率）とすると，この
Xを y(事後確率）に修正することを内容とする報道（不確定報道）があれば，
このときの情報量は最初の事前確率 X のもつ情報量からあとの事後確率 yの
もつ情報量を差し引いたものに等しくなる。すなわち，
h(x)-h(y) =log 上-log(1-) — 2
X y 
-log 
“ y 
また， logー は不確定報道のもつ獲得情報量ともよばれる。
X 
(4) 
上述において示された情報量は，事前確率 Xをもつ事象が現実に起こった
という確定報道を受取ったときの情報の大きさであって，このような報道が受
取られる前の場合について考えてみる。確定報道が受取られる以前には情報量
を計算することは不可能であるが，期待（平均）情報量を求めることができる。
いま， n個の事象 E1,E2, ……， En (i=l, 2, ・ …・, n)がある。それらのうち
の1つの事象は実現するものとする。これらの確率を功，功，……， Xn とする
と，情報量は幻の確率をもつ h(x)であるから，期待情報量は期待値の公式
から次式で求められる。
n n 1 n 
H(x)= :E功h(x;)= :E叫og-=一工叫ogx;
i-1 i-1 X; i-1 
(5) 
この期待情報量は非負のウエイトをもつそれぞれの情報量の加重平均であるか
ら，期待情報量も明らかに非負である。年のいずれかが 1であるとき， H(x)
は最小値ゼロをとる。ここで， H(x)の最大値を求めるためにラグランジュ乗
数法を用いる2)。
” ” エー叫ogx;→ (~X; ー 1)
i-1 i-1 
（ぶラグランジュ末定乗数） (6) 
上式を出に関して微分すると次式が得られる。
2) Theil 〔切〕 pp. 25-6. 
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-1-logx,-,l=Q (7)3) . 
logx;=-1-iは，それぞれの iについて成立する。そのため，確率は等確率
となり， 1/nであることが容易にわかる。 x;=l/nを(5)式に代入すると H(x)
の最大値が得られる。すなわち，
Hし） ~logn (8) 
であるから，最大値は nとともに増加する。
最後に，不確定報道のもつ期待情報量について考えてみよう。再び， n個の
事象 E1,Ez, ……，品を仮定する。そして，それらの事象の確率はふ， Xz,… 
…， Xnであり， ここでもまた， それらの事象のうち 1つは実現するものとす
る。ここで， E,(i=l, 2, ……, n)の生起に関して修正することを内容とする
新しい報道が与えられたとすると，事前確率は事後確率 y,(i=l, 2, ……, n; 
”‘ 工y,=1)に修正される。つまり，期待情報量を変更せざるを得ないのである。
i=l 
事象E,の生起に関してこの不確定報道のもつ獲得情報量は， (4)式より， log-
y; 
X; 
で示される。そしていま， E,の生起に関する確率はy;であるから，不確定報
道のもつ期待情報量は次式であらわされる。
＂ Y, J(y:x)=エy,log― (9) . 
i=l ダi
以上が， Theilの情報理論についての，最小限必要と思われる説明である。
2 Theil指数算式の導出
異地点 a,bの価格水準を比較する問題を考える。いま支出対象項目-E;(i= 
1, 2, ……， n)の価格を p;,数量を q;とすれば，ある消費者の支出総額は
” m=~ 絨; UOl・ 
•=l 
と表わされる。このとき，消費者の所有する貨幣1単位が atrandomに支払
われる場合，それが i番目の財（支出項目）に支出される「確からしさ」につい
て考える。 Theilは，これを「支出配分率」 (valueshare)と名づけたが4), 第
3)対数の底は何でもよいとされるが，ここでは底1:e, すなわち自然対数と解されている。
4) Theil 〔切〕 p. 136. 
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i財に対する支出配分率は次式で表わされる。
PゅW;=-
m 
ただし，
” w,20, :Ew,=1 
i=l 
(i=l, 2, ・・・, n) 
Ul式は支出配分率を「確率」として取り扱い可能なことを示している。
1227 
皿
U2l 
次に， 2地点間の相対的価格変動を考察する。ここで， Theilは「物価指数
では価格の絶対的変化ではなくその相対的変化が問題であるから， 価格Pを
その対数 Iogpで処理するのが合理的である」5) として自然対数を導入する。
すなわち， 2地点間の相対的価格変動は，価格の対数差によって測定される。
.d logp; = logp;. -logp;b = log匹
Pib 
いま， a地点において，消費者の考える平均価格変動 .dlogPは，
”” .dlogP=~i叫ogp;=~i叫og匹i=l•=1 ft;b 
と表わせる。このときU4l式の逆対数を求めれば，次式を得る。
n p;a 
Jp=exp~W;alog-=II -
ft;a w;a 
=ヽ1 p;b い）
U3) 
閥
(15) 
U5l式は， a地点の支出配分率をウエイトとする相対価格の幾何平均であり，価
格指数を意味すぢ。この相対価格変動は， a地点と b地点のそれぞれの価格
を比較するものであるから， Theilは， 2地点の支出配分率の平均
1 Wiab=-(W;a+W心
2 
をウエイトとするのが妥当であるとする叫よって， U5l式は
” ” 匹JlogP=~W;ab (Jlogp;) =~ W;a+W;b log 
=ヽl i=l 2 - Pib 
と書き換えられ，，同様にして数量変動は，
” n W;a+W;b .dlogQ= :E Wiab(.dlogq;) =:':E 2 log 生i=l i=l Qib 
UBl 
U7l 
US) 
と表わせる。 (17),(18)式の逆対数を求めれば， Theil価格指数と数量指数の算式
5)森田〔17]p. 109. 
6) Theil 〔切〕 p. 137. 
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を得る”。
＂ /p=exp~ Wia+W;b Pia I/Z(w;a+叩）log 如
•=1 2 戸 II(面）
=JI信）w;0 JI(位）w;b U9l 
!Q=exp孟W;a□log誓=II(急）1/2(w;0+w;b) 
=✓ 疇）町、I鸞）w;b (20) 
これまでの議論を異時点間比較に置き換えることも可能である。そのとき，
ウエイトは 2時点間の支出配分率の平均であり， それによって対称性を満たし
ているから， Theil指数は時点転逆テスト(timereversal test)を満たす。
Fisherは指数算式の満たすべき形式的条件として，①商品転逆テスト (co-
mmodity reversal test) ; ③要素転逆テスト(factorreversal test) ; ⑧時点転逆
テストの 3つを掲げたが，①は自明の要求であり，すべての算式が満たしてい
る。しかし，② ；③については， その重要性にもかかわらず，実際に使用され
ている指数算式はこれらを満たさないものが多い。 そのため， Fisherはこれ
らの転逆テストを 「2大転逆テスト」 (twogreat reversal test)とよんで重要
視している。ここで， Theil指数が要素転逆テストを満足するかどうか検討し
てみる。つまり， このテストを対数変動（差）の形で表わした
.dlogP+ .dlogQ =』logm
を満たすかどうかである。
[7), [8)式から，
n W;a+Wib 
.dlogP+ .dlogQ =エ (.dlo紗;+.dlogq;)
i=l 2 
=:E n W;a+W;b 
i=l 2 
.dlo妙;q;
(21) 
7)この Theil指数は2つの幾何平均を平均したものであり，古くは Fisher算式の123
番に相当し，また， Tomqvistは Divisia指数から，この算式を導き出している。
Fisher (12) pp. 184-96. Tomqvist 〔紐〕 p. 28. 
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=t監立坐
2 
4logmw; 
i=l 
＝エ"W1a+Wib =ヽl 2 4logw; + 4logm 
P祐(":w,=— ⇒ pゅ=mw;)m 
（・：t匹 +W;b
2 
=1) 
i=l 
したがって，
n W;a+W;b illogm = illogP+ illogQー:E illogw; 
i=l 2 
よって，要素転逆テストを満足するには'(22)式の右辺第3項が 0とならなけれ
(2) 
ばならない。 Theilは， この右辺第 3項を「撹乱項」とよび， Dと置く。この
撹乱項 Dを展開すると，
1 f 
D=z母(W;a+w;b) log~ 
吋(±匹 log匹-t血 log四
i=l Wib 1=1 W;J 
1 ＝叶I(wa:w正 I(w心）｝ (23) 
ここで， Theilは情報理論を援用して， I(wa:wb)は事前確率とみなされる b
地点の支出配分率を事後確率とみなされる a地点の支出配分率に変化させる
不完全報道の期待情報量とする。 また， I(wがWa)は I(wa:wb).と対称な期待
情報量とする。よって撹乱項 D は 2 つの期待情報量の差の½に等しいことに
なる。また， D=Oとなるのは W;a=W;bのときであり， これは，異地点（異時
点）間の全支出項目に対する支出配分が同じであり，
する「確率」が同じであることを意味する。
消費者が特定の財に支出
さきの要素転逆テストを log-change型指数算式が満たすかどうかについ
ては， Theilと Satoの間で論争がなされた。最終的に Satoがこのテストを
満足する指数算式を発見することによって議論の結着をみたが，
介しておく。
その概略を紹
いま， log-change型の一般指数算式を次式で表わす。（添字は省略する）
p 
lnP=エwlnユP, 
.lnQ=エwln生
q、
??
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'ただし， W はウエイトを， Inは自然対数を意味する。 (24),(25)式を加えると，
p lnP+lnQ=~wlnユ+~win!!!p, 
匹 (1n仏碑）“p, q、
＝四In紐p,q, 
=~ 加In血w,'m、
=:Ewln~+ :Ewln匹w, m、
=:Ewln~+ln匹
Wt m, 
(26) 
となり，このときこwln~ は撹乱項である。この撹乱項の大小は，ウエイトw, 
によって決定される。
まず， Theilの考えたウエイトは，
1 w=ー (w、+w.)
2 
切）
である。ここで，撹乱項1'.:(2'7)式を代入すると，
ェ座立!! ~ 
2 In w、
となり，
ln悶=ln(l+皇）一In(l―皇） (28) 
である。ただし， .dw=w;―皿である。この閾式をテーラー展開すると
ln号＝告＋訊宮）3+嘉（告）5 +01 (29) 
さらに，この(29)式にるをかけて総和を求めると
四ln悶哨四（告）3+誨四（告）5 +01 . (30) 
となる。このことから，撹乱項の大きさは'(22)式の.dlogPや .dlogQと比較し
て非常に小さいことがわかる。
しかし，この岡式で表わされるウエイトを用いた算式は，確定性テスト 8)を
8)確定性テストとは，個々の財の価格と数量が0になったとき，指数値がo,無限大，
または不定とならないことを要求するテストである。
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満たさない。「既に Walshは算術平均支出よりも幾何平均支出に比例するウ
エイトの合理性を主張した」9)が， Walshの提案したウエイト
Cw1・w,)112 
I:Cw1・w,)112 
は，「幾何平均の基本的性質上， 平均される各項のうち 1個でも 0となるとき
は， 総和は 0となる。すなわち， i番目の数量が2時点 tまたは t-1にお
いて消え去るときは， そのウエイトが消え去る」10)ため， limx lnx=O, lnO=O 
工→0
と定義すると，確定性テストに合格する。
そこで， Theilは確定性テストを満たし，かつ撹乱項がさらに小さくなるウ
エイ• ト
w= 
（函VtW,)113
:EC函 t叫）1/3 (31)1) 
を提案した。このウエイトを採用した場合，撹乱項は， Dw=1n§ としたとき，
Wt 
w. 1 Llw'5 四 In砿＝―商四（窃） +01=—恙四CDw)5+01 (32)12) 
となり'(27)式のウエイトを採用した場合よりもさらに小さくなる。
以上は， Theilの提案したウエイトであるが， これを受けて Satoは撹乱項
がより小さくなるようなウエイト
1;3c2v'w,w,+w)/~1;3c2i1砿w.+w)
を提案した。このとき， 撹乱項は(31)式のウエイトを採用したときの撹乱項 (32)
式）の 5 次の項を¾減じたものとなる 13) 。
このあと Satoはついに撹乱項が 0になるウエイト
Llw/Dw 
~(Llw/Dw) 
9)高木〔茄〕p. 446. Walsh, C. M.(1901), The The Measurement of General Exchange-
Value, pp. 105-10. を参照されたい。
10)高木 (2釘 p.447. 
11) The礼〔3〇〕 p. 499. 
12) Th叫〔30)p. 449. 
13) Sato 〔⑳〕 p. 51., Theil 〔糾〕 p. 552. 
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を発見した14)。このウエイトを採用したとき，撹乱項は，
翌｛ダ、加喝=~(t1~/Dw) X壊XDw
= 1 
~(t1w/Dw) ~tlw 
= 1 
~(tlw/Dw) xo 
=O 
となり， この Satoのウエイトを採用した log-change型指数は， 要素転逆
テストを完全に満たすこととなる。
3 log-change型指数への経済理論的接近
Theilは， log-change型指数を導出する際に情報理論を援用し，その情報
理論に経済的意味を見い出したが， 指数の導出過程からも明らかなように，
Theil指数算式は本質的には形式論的物価指数に分類されるべきものである。
しかし，最近形式論的（原子論的）接近方法が復活してきた背景にもあるように，
形式論的物価指数にも何らかの経済理論的意味付けが可能である。よって，こ
こでは log-change型指数に対して若干の経済理論的な接近を試みる。
3-1 理論生計費指数
2章に登場した消費者は，消費者選好理論にいう， 所得 m の制約のもとで
購入可能な消費者バスケットのうち効用を極大にするように行動する合理的消
費者を想定する。したがって，消費者は，効用関数
” u=u(qi, q2, …， qn) =u(q) (m~ 匹ゅ） (3) 
i=l 
を最大にするように財を選択する。この効用関数を最大にする必要十分条件
は， UO},(3)式と次式
au 
-=lpi (i=l, 2, ... , n) aqj 
” m=~Piqi 
i=l 
14) Sat゜〔22〕p. 224. 
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が成り立つことである 15)。そして， tO),(3), (34)式から，最適購入量は，
q;=q;(p,m) (35) 
となる。この(35)式を(3)式に代入すると
u=u(q;(P, m)) =u(p, m) (36) 
この(36)式は，所与の価格体系かと所得 mのもとで得られる最大効用が aで
あることを示し，間接効用関数という 16)。
(36)式を m について解けば，
m=c=c(P, u) (37) 
となり，価格 Pのもとで効用水準位を得るために必要な最小支出額を示す。
ただし， C は支出関数（費用関数）である。
このとき，一般に「真の物価指数」といわれている 2時点 t-1;tにおける
理論生計費指数は，任意の効用水準位に対して，支出関数の比率
Jp(p,, P,-1, u) = 
c(p,, u) 
c(P,-,, u) 
(38) 
として定義される 17)。また，理論数量指数（真の実質所得指数）も，一定の価格体
系｝のもとで(t-1)時点の効用 Ut-1を得るための支出額と t時点の効用 Ut
を得るための支出額の比率
Io(u,, U1-1, P) = c(u, p) 
c(u,-1, p) (39) 
15) Phlips 〔氾〕 p. 23. fを参照されたい。
16)間接効用関数(36)と直接効用関数(3)は双対関係 (duality)にある。
17)いわゆる同一効用水準のことである。時点 (t-1)の効用水準 Ut-1にもとづいて比
較する場合は，
lp(p,, Pt-I, U1-1) = c(P,, uい）c(P1-1, uい） '(I) 
となり，時点 tの効用水準約にもとづいて比較する場合は，
lp(p,, P1-1, 術）＝ c(P1, u,) c(P1-1, u,) (II) 
となり，それぞれ Las式， Paa式に対応する。しかし， (I), (II)式は同一効用水
準の費用の2時点間比較であり， Las式， Paa式は同一内容のマーケット・バスケ
ットの費用の 2時点間比較であって， 比較の内容が異なっていることに注意を用す
る。
227 
1234 闊西大學「継清論集」第36巻第5号 (1987年2月）
として定義される。
しかし， (38)式が定式化されて計測可能となるためには，次のような問題が生
じてくる。
Ci) (36)式の効用関数が定式化されなければならない
C i) (38)式は選択される効用水準aに依存している（同様に，・数量指数も選択
される価格体系Pに依存している）
以上の難点を解決するには，
(i)については，
① 効用関数を特定化する
R 効用関数の特定化を避け，効用関数の範囲を定め, (38)式のとりうる範囲
を限定する 18)
(ii)については
⑧ 効用関数が相似拡大的 (homothetic)である19)
④ 何らかの規準を設け，最適効用水準aを決定する
必要がある。
本稿では，①と③の方策について log-change型指数と関連させて考察す
る。Rと④については他の機会に譲る。
3-2 相似拡大的効用関数と理論生計費指数
理論生計費指数(38)を効用水準aから独立させるために，「すべての財の需要
の所得弾力性が 1」，そして「その関数が購入数量 q;において 1次同次である」
18)たとえば， Afriat,S. M. の研究があるが，古くは Konusゃ Haberlerの限界理論
に端を発している。
Afriat, S. M. (1969), "The Method of Limits in the Theory of Index 
Numbers," Metroeconomica 21., —- (1977), The Price Index. Cambridge. 
19)効用関数が相似拡大的のときにのみ，効用水準から独立な物価指数が計算される。こ
のことを Samuelson-Swany日9〕は「同次性価格の定理」 Homogeneity price 
theoremと名づけている。この問題については， Pollak,R. A. (1975), "Subindexes 
in the Cost of Living Index," International Economic Review, Vol. 16, No. 1 
(Feb.), pp. 135-50. でさらに詳しい検討がなされている。
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という性質をもつ効用関数を仮定する。このとき，この効用関数を相似拡大的
効用関数という 20)。またこのとき，所得一需要曲線は，図 1のように原点を通
る直線となる21)。 ' 
ここで， 2財の場合について図 1で考察してみると，所得が m から 2mへ
と2倍になれば，すべての財の需要量もが(Qi,Q2)からが(2Q1,2q2)へと 2倍
になる。同様に所得が3倍になれば，需要量も 3倍の A3(3qi, 3q2) になる。
したがって，所得ー需要曲線が原点を通る直線となることは明白である。そし
て，これ,:こ対応する無差別曲線にあてはまる効用関数が相似拡大的効用関数で
ある。逆に効用関数が相似拡大的なときは，すべての財の需要の所得弾力性が
1なので，各財のウエイト W;=加7;/m はどの時点でも同じであることに注意
しなければならない。
また，効用関数は購入数量 q;に関して 1次同次であったので， 次式が成り
立つ。
20)同次関数ならば必ず相似拡大であるが，その逆は成立しない。
21)「需要の所得弾力性が 1である」ということは，次式
詞／迦＿却竺＝q; m -am・q; 1 
で表わされるが，所得が1彩増加したとき，需要量が1%増加することを意味する。
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u(,lq) =-lu(q) -l>O (40) 
この式は，購入数量佑が A倍になれば，効用 uも i倍になることを要求す
る2)が，図 1でみれば，購入数量がが(q1,Q2)からが(2q1,2q2)への 2倍に
なったとき，効用は U1から U2へ移動するが，このときの効用約は効用 U1
の2倍であると考えなければならない。このとき，支出関数 c(p,u (q))は，
すべてのかに対して， uに関して 1次同次となる。なぜなら，図 1より，効
用が約から U2へと 2倍になれば，支出額も m から 2mへと 2倍になって
いるからである。したがって，
c(p, 入u(q))=-lc(P, u(q)) 
ここで，た面切とおいて， (41)式に代入すると
1 
心， 1)=u(q)・c(P, u(q)) 
:. u(q)・c(P, 1) =c(p, u(q)) 
c(P, 1)は， 1が定数だから， n(p)と表わせる。すると上式は
(41) 
c(P, u(q)) =n(P)・u(q) (42) 
すなわち，効用関数が相似拡大的であるとき，支出関数は分離可能 separable
となるのである。
このときの理論生計費指数と理論数量指数は， (38), (39)式に(42)式を代入して得
られる。すなわち，
Jp(p,, P1-1, u) = 
＝ 
c(p,, u) 
c(P1-1, u) 
n(P,)・u(q) 
n(P,-1)・u(q) 
＝叫紗ー
n(pぃ）・
=fp(P1, P1-1) 
＾ lQ(Ut, Ut-1, p) = c(u1, p) 
＾ C(Ut-1, p) 
(43) 
22)このことは，相似拡大的効用関数の仮定として，効用が基数的効用であることを規定
する。
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＝ 
u(q,)・n(p) 
u(q、-1)・n(p)
＝牟
u(q、-1)
=JQ(Ut, Ut-1) 
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以上のように， 理論生計費指数は効用水準aから，理論数量指数は価格体系
§ から独立となる。
3-3 
本節では，
とを示し，
Cobb-Douglas型効用関数
まず Cobb-Douglas型効用関数は相似拡大的効用関数であるこ
そのときの理論生計費指数を導く。そして， その理論生計費指数は
効用水準 aから独立している log-change型指数であることを示す。
Cobb-Douglas型効用関数は，次式で表わされる。
” ” u=II q;w; I:;w;=l 
i=l i=l 
” 所得 m=I::P俎iの制約のもとで，
i=l 
ランジュ未定乗数法によって，以下の式が成り立つ。ラグランジュ未定乗数を
(45) 
従来の合理的な消費者を想定すると，
?ー ?
Aとすると，
” ” L==II q;"';+i(m ー~pゅ）
i=l 1=1 
(46) 
8L立 In W1 1 ZS) 
8ql・Q!i=l 
II Q;w1-P1=0→ -=n 
紬 II q,w; 
i=l 
8L W2 n 
-=-II q;Wi-P2=0→ W2 1 ＝ 
8q2 如 =l p函 ” . II q,w; 
： •=l ： ． ：
8L Wn n 
-=-II q;w1-Pn=O→ 砿， 1＝ 
aqn Qn i=l PnQn ” II q;w; 
i=l 
8L n n 
8A ー =m-エPゅ=0→ I:;p祐 =mi=l i=i 
(47) 
aL n ID( 
23)-8Q1 = W1Q1ID1-l JI Q; -Pi =O i=2 
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” 1/ I q戸は，一定なので入＇とおくと
i=l 
W1 W2 Wn 
-=-=・ ・・・・・＝ー =.l'Pゅ P珀 Pふ
上式より，
” 
~W; 
i=l 1 
” 
=-=,l' 
~p俎j m 
i=l 
(48), (49)式より，需要関数は次式で表わされる。
珈 1
＝ P刃; m 
:. q戸塑・mp; 
ここで，需要の所得弾力性 7Jを計算すると
戸勉．竺干）・旦ー ＝竺．色=1
珈 q; p; 塾•m ij}; W; 
p; 
次に， (45)式において， q;を A倍すると
” n n n :;:w
ll(Aq;)Wi=ll炉inq戸＝が巧1u=Ju
i=l =ヽ1 i=l 
(48) 
(49) 
(50) 
(51) 
Qiを A倍すれば，効用も入倍となるから， Cobb-Douglas型効用関数は，
数量 q;に関して 1次同次であるといえるので，相似拡大的効用関数である。
次に， (50)式を(4,'i)式に代入すると，関接効用関数は次式で表わされる。
u~n停·mri={仰叩Hnmw; 
i=l ft; i=l ft; i=l } 
丑信）w;H m'ぎ,w'}24) 
Q1Wl ＂w1-n q;w1-P1=0 
Q1 i=l 
W1 ” -llq; 町 =P1
Q1 i=l 
, Wt 1 ． P面= n I q;w; 
i=l 
” 24) JlmWt=1加 1xmw2x… xmwn
i-1 
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= lI(町w;・m
i-1 ft; 
” （・： ~w;=l)
i=l 
(52) 
(52)式を m について解くと，次の支出関数が得られる。
” m=ll向w;・u
i=l W; 
(53) 
(38)式より，理論生計費指数は支出関数の比として定義される。したがって，
砂，P1-1,u)=ll(閏w;,・u/ll (麟）町，tー'・u
i=l Wit i=l Wi,t-1 
このとき，すべての財の需要の所影弾力性は 1であったので， Wit=W;,1-1=W; 
だから ・
” 狐， P,-1)= n(加/w;)w; 
i=l ft;,1-1/W; 
= l'z(亙）町
i=l Pi,1-1 
(54)25) 
上式は，効用水準 U に依存していない。そして両辺の対数（自然対数）をとる
と，
” logJp(ft1, P1-1) = log n( Pu 町
i=l戸；）
噂log(立）町
” ＂ =:Ew;log -加
i=l (か,t-J （ただし，こW;=l)i=l 
となり，明らかに log-change型指数である。
また， (4)式より，理論数量指数は
lo(u,, u,-1) =fI (且已)':'i
i=l Qi,1-1 
となる。
3 -4 Translog型関数と Theil指数算式
-Diewert, W. E. 説について一
(5) 
(56) 
2節の(43),(4)式より，支出関数 n(p)と効用関数 u(q)の特定化によって，
それぞれ理論生計費指数と理論数量指数を求めることが可能である。
25)効用関数が Cobb-Douglas型のときの理論生計費指数関は， Fisherの要素転逆テ
スト，循環テスト，単位無差別テスト，比例性テストに合格する。
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Diewert 〔り (8〕は，関数の特定化に際して，最良の(superlative)指数
は伸縮的な (flexible)関数に対応するものであると主張した。すなわち，支出
関数 n(p)と効用関数 u(q)が，それぞれ任意の 2回連続微分可能 1次同次正
関数に対して 2次近似を与えることが可能ならば，その関数はflexibleな関数
であり，その関数に対して正確な (exact)指数算式が最高の指数算式である
とした26)。
いま， translog型効用関数は， 任意の 2回連続微分可能 1次同次関数に対
して， 2次近似を与えることが可能である27)。すなわち，
" 1 " " lnu(q) =a。＋エ叫nq汁ー:E:E lnq;lnq; 
i=l 2 i=l i=l 
” ただし，工a;=l,a;1=a;;, t叩 =Oである。
•=1 J=l 
ここで，次のように置き換えると
lnu(q) =J(え）
lnq;=出
(57)式は，次式のように表現される。
(57) 
??
n 1 n n 
f(み）=a0+:Ea必＋ー:E:E出巧 (60) 
i=l 2 i=l j=l 
2次近似補助定理より， (t-'-1)時点から t時点へ変化するとき，
1 邸）―f(知）＝孔f'Cx,)+f'(紀）}ex,-紀） (61) 
となるが，もとへ戻すと
1nu(q,) -lnu(q,_;) =_!_ 〔lnq;,-lnq;,1-1 81nu(q1) 81nu(q, →) 2)(81nqit + 81nq;, ←1〕 (62)28) 
ここで
8Inu(q) au(q) 8q; =―ー／ー8lnq, u(q) q, 
＝ 
au(q) q, 
aq, u(q) 
（・：四=J_
8x X 
ax 
:.Iogx=百）
26) Diewert口〕 p. 15. 
27) Dieweヰ〔7〕p. 18. 
28) 〔 〕はベクトル表示。
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1 m(p, u(q)) q; 
(42)式より， u(q)= 
m(p, u(q)) 
n(P)) n~p)·aq; ・ 西
＝ Pゅn(p)u(q)° 
(・:m(p, u(q))=工紐j
aq; aq; ＝か）
” ＝麟
” 
(42)式より， n(p)u(q)=m(p,u(q)) =~p;q;) 
i=l I:;p;q; 
i-1 
=w; (63) 
したがって， (62)式は
ln翠噸ln~〕〔珈 +w;,,-1〕
” ＝エ加+Wi,t-lln直
i=l 2 Qi,t-J 
闘
と書き改められ，上式の右辺は，紛れもなく Theil数量指数である。
以上のように， Theil数量指数は同次の translog型効用関数(57)に対して
exactな指数であることが判明した。この関数が，任意の 2回連続微分可能1
次関数に対して2次近似を与えることは， Diewertが示しているが， それゆ
ぇ， translog型効用関数は flexible な関数で， それに exact に対応する
Theil数量指数は superlativeな指数であるといえる。
また同様に， translog型支出関数は，任意の 2回連続微分可能 1次同次関数
に対して， 2次近似を与えることが可能である。すなわち，
n l n n 
lnn(p) =a。＋エ叫nか＋ー :E:E a;11nP;lnP; 
i=l 2 i=l i=l 
(65l 
”” ただし，工a;=l,a;;=a;;, :E叩 =0である。
i=l i=l 
ここでも， 2次近似補助定理を適用して
Inn(Pt) -Inn(P,-1) =判lnp,,-lnP1,,-1X 8lnn(p,) 8lnn(P,-1) 
2 
＋ 
8lnp,, 8lnP1,t-1〕 (6) 
ここで，
8lnn(p) = 8n(p) /墜
8lnP1 n(p) P1 
an(p) Pi = . 
ap1 n(p) 
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= . 1 m(p, u(q)) P1 吟， u(q)~u(q) ap1 n(p) (42)式より， n(P)= . u(q) ) 
” 
p;q1 (. am(p, u(q)) 
~p;q; . 
i=1 = = =. u(q)n(P) . ・ap, ap, q,) 
＝旱
” 工Pゅ
i=l 
=w; (67) 
したがって， (6)式は，．
In翠噸In缶〕〔珈+w1,t-1〕
=~ 
n W1t+W1,t-1 
2 In 
P1 - (6fi 
•=1 p;,t-1 
と書き改められ， Theil物価指数であり， (6如式と同様に superlativeな指数
である。
3-5 Sato型 log-change指数の CES型効用関数への対応
本節では， 2章で示されたSato・型 log-change指数が， CES型効用関数
に対応していることを示す。
理論数量指数は
砂 1,知）＝坐盛
u(q1-1) 
(q,=q11, Q21, …， Qn1) (69) 
であり，また，
6lnu(q,) 
Wit= 6lnq;, 
• 『0)
であるから，計算の簡素化をはかるため， qぃ=(1 1 ，1), および u(Q1-1)
=1として q,のみを変数として考える。
以上のような前提のもとで， Sato型 log-change数量指数を表わすと
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lnlQ(U1, U1-1) =In 
u(q,) 
u(q、ー1)
u(q、)・
=In 
1 
=lnu(q,) 
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a1nu a1nu 
=~ 
n ainq; wら1-1
1 
n a1nq; 加，1-1
i=1 ainu 
nq; 
In疇―lnwu-1 I誤 In髯—lnw、,1-1 (7D 
となる。 lnu(q,)=y, lnq戸功と置き換えて,(71)式を書き改める。
ay ay 
y=I:; 
”知―Wi,1-1 In転―Wi,t-1
i=l ay xi~ 
In知―lnw;,1-1 •=1 ay In--lnw;,1-1 ax; 
ay 
上式の両辺に〉
”冠―W;,1-1
i=l'ay をかけるとIn--ax; lnw;,1-1 
ay ay 
y z:”恥―W;,1-1 n 知―Wi,t-1
•= ay - =Z: ダii=l・ay ln--lnw;,1-1 ln--lnw;,1-1 ax; ax; 
さらに，左辺の項を右辺に移項し，展開すると
ay ay 
0=~ 
＂転― Wi,t-1 n 氏―W;,1-1
i=l ay 功ーエi=l ay ・y 
In転―lnw;,1-1 In転―lnw;,1-1
ay 
=~ 
”転-w;,1-1
i=l ay 
・(x;一y)
In転―lnw;,1-1
点（紐ー w;,1-1)・ayx、-y
In転―lnw;,1-1
(72) 
” :E cay/知ーW;,1-1)=Oは， ay/ax;=w;,1-1を前提とする必要はなく，このため
i=l 
CT2)式を成立させるためには， In(8y/8x;)-Inw;,1-i =a(x; 一y),a~O となればよ
い。この式を次のように変形する。
ay 
In転―lnw;,1-1=a(x;-y) 
ln 
ay 
8ダ;•W;,1-1=a(x;-y) 
ay 
exp ln =exp a(出一y)紐・;・W1,1-1
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ay 
8ダ;•W;,1-1=exp a(出ーy)
ay 
ax; -=w;,1-1exp a(x;-y) 
=w;,1-1e"'";-:1> 
=w;,1-1e""ie―ay 
ay 
e"'一 =w;,tー1e";8出
ea'wu=w;,1-1e°"i 
”” :Ewit戸=:EW;,1-1ea", 
i=l 1=1 
n n 
:E WiteXp ay=~Wi,tー1expa幻
i=l =ヽ1
” exp ay=I;w;,1-1exp ax; 
i=l 
” exp alnu=~w;,1ー1expalnq; 
=ヽ1
” exp lnua = :E W;,1-1exp lnq/ 
i=l 
” が=:r:w,,,ー1q/
1=1 
(13) 
上式はCES型効用関数である。さらに， CT3)式は， a→0のとき Cobb-Douglas
型効用関数になる。
” が一1=~W1,t-1Qt°-l 
i=l 
n・n 
=~Wi,t-1が一~Wi,t-1
i=l i=l 
＂ =:E Wi,t-1 (q;°-1) 
i=l 
” 
U0-l•=I ~Wi,tー1Cq;°-l)
a 
” =:Ew1,1-1 (q;°-1) 
i=l a 
ここで，ロビタルの定理 lim(が一1)/.l.=lnxを利用して
工→0
?
” lnu=エW;,1-1lnq;
i=l 
この場合， 8y/8x;=w;,、-1である。すなわち， log-change型指数の一般式
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は，
” lnlQ=~</J, . q;i 
i=l Qi,1ー1
で表わされ， このときの</,;は Wi,tと Wゎいの関数とみなされるが， "''は，
f(x, x)=xという特性から， W1,t-1と等しくなる。
おわりに
Theilが情報理論を援用して導いた log-change型指数について紹介して
きたが，この算式は形式的な発想によって導き出されたものである。しかし，
形式論的物価指数であっても，何らかの経済理論的接近は可能であるとして，
理論生計費指数に内在する問題点を解決する 4つの方法のうち 2つを絡めて論
じた。すなわち，相似拡大的効用関数を仮定し,Cobb-Douglas型効用関数な
どに特定化すれば，そのときの理論生計費指数は log-change型物価指数に対
応する。
ただ， Theilの指数理論について論じるとき，本稿でふれなかった最適効用
水準の選択などの問題，そして最良線型指数などについて検討されなければ，
Theilの物価指数理論の全貌を明らかにすることはできない。 （未完）
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